EHM3132 Gr.1
Otomatik Kontrol

Bolum 6
Koklerin Yer Egrisi Yontemi

Koklerin Yer Egrisi Yontemi

Kontrol sistemlerin analizi ve tasariminda doért farkli yéntem kullaniimaktadir.
Bunlar:

1. K6k Yer Egrisi (Root-Locus) grafik yéntemi,
2. Bode diyagrami

3. Nyquist kriteri

4.  Nicholas-chart diyagrami

K6k Yer Egrisi, ilk olarak California Universitesinde lisans égrencisi iken
Walter R. Evans (1922-1999) tarafindan 1948 yilinda ortaya atiimistir.
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Dogrusal zamanla degismeyen geri beslemeli kontrol sisteminin kararli olup
olmadigi ve kararllik derecesi, diferansiyel denklem ¢cbézmeden analizi
yapilarak sistem performansi belirlenebilir.

Ayrica agik cevrim sistemin analiz edilmesi, kapali cevrim sistemin nasil
davranacagi hakkinda bilgi edinilebilmesi acisindan ¢cok 6nemlidir. Bununla
ilgili ybntemlerden birisi sistem icin k6k yer egrisinin olusturulmasi ve
yorumlanmasidir. Bu yontem bir grafik analiz yéntemidir ve bu grafik
lizerinden bircok deger (K, ¢ s, w,, %0S, w, gibi) okunabilmektedir.

Tanim: Kok yer egrisi sistem parametrelerinin degisimi ile sistemin kapall
cevrim kéklerinin s dizlemindeki yerini gésteren grafiktir.

Kapali cevrim sistemlerin gecici rejim yanit karakteristikleri kapali ¢cevrim
kutuplarinin yerlerine baglidir. Eger sistem degdisken kazanca sahipse, kapali
cevrim sistemin kutuplari secilen kazanca gére degisir. Dolayisiyla kontrol
siteminin ¢evrim kazanci degistikce kapali cevrim sisteminin kutuplarinin nasil
hareket ettiginin bilinmesi énemlidir.

Amag: Istenilen sistem yanitini elde edebilmek icin uygun kutuplar secmek
ve dolayisiyla bu kutuplar icin sistem kazancini belirlemektir
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Kok Egrisi Cizimi:

Blok diyagrami verilen kapali cevrim geri beslemeli bir kontrol sisteminin
transfer fonksiyonu ve karakteristik denkleminden bitin kéklerin genel
ifadesi elde edilerek kék yer egrileri gizilebilir.

R(S) 'l',/d\\ E (S) Controller U (S) Plant

N-\ZJ P K, e KGS) > Y(S)
Sensor
1 | —
Y () _ K,K;G(s)
H(s)=1 icin Transfer fonksiyonu: R(s) 1+K,K.G(s)-1 G(S) _ _i

Karakteristik denklemi: 1+ K,K;G(s)=0 = 1+KG(s)=0

Kapali cevrim kutuplari denetleyici (Amplifikatér) kazanci Ka'ya baglidir. Ka'yi
0 dan sonsuza degistirerek olasi blitiin kbékleri cizerek bizim icin en uygun Ku
degerini ¢cizimden elde edebiliriz.

G(s) :KQ(S) _ (" +bs" 4 +b )

P(s) (Sn+als”_1+..._|_an) = F(s)=P(s)+KQO(s)=0
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e Sistemin kararlilidi incelenirken, paydayi sifir yapan deger sistemi kararsiz
hale getireceginden dolayr buradan, 1 + K-G(s) = 0 yazilabilir. Kompleks
dlizlemde bu denklem incelendiginde, K-G(s)=-1 + 0j oldugu gériiliir.

o Buradan negatif geri beslemeli sistemlerin gbsteriminde, agi degerinin
her zaman, (#180°#-360° k= 0,1,2,3,... ) sartini saglamasi gerektigi
gorulmektedir.

o Pozitif geri beslemeli sistemlerde ac¢i degeri, 1 - K-G(s) = 0 oldugundan
dolayi, K-G(s)= 1 + 0j aci degeri (#:360° k= 0,1,2,3,... ) olmaldir. Simdilik
sadece negatif geri beslemeler incelenecektir.

e Ayrica, K6k Yer Egrisi grafigi cizilirken, sifirlar ve kutuplar, grafik (izerinde
sirasiyla “"o” ve “x” seklinde gdésterilir. Ybnler her zaman kutuplardan,
sifirlara dogrudur. Baslangicta, yani kutuplarda Kazanc¢ degeri K, her zaman
sifira esittir. Sifirlarda ise K degeri sonsuza gitmektedir.

e Kompleks diizlemde sanal eksenin sag tarafi, her zaman kararsiz ve sol
tarafi ise tamamen kararlidir.

e Negatif geri beslemeli sistemlerde, K kazan¢ katsayisi araligi (0<K<w) ile
tanimlidir.

e Pozitif geri beslemeli sistemlerde ise K degeri, (-0<K<0) araliginda tanimiidir.
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Kék Yer Egrilerinin Temel Ozellikleri:

KOk yer egrilerine iliskin noktalari belirlemek icin aci kosulu, kék yer egrisi
cizildikten sonra egriye iliskin K degerleri icin genlik kosulu kullanilir.
Genlik Kosulu:

-00<K<o0o j¢in

m
Tls-=

ﬁ‘s —pj‘
M:‘G(S)H(S)‘: = — ‘K‘: j=1

H‘S_pf‘ K [ ls-=
rh

i=1

Acl Kosulu:
0<K<oo jcin Pozitif Kék Yer (PKE) egrisi (i=0,#1,#2,...)

0=2G(s)H(s)=D L(s+z,)- ) Z(s+p,)=(2i+1)-180’
k=1 j=1
-00<K<0 icin Negatif Kék Yer (NKE) egrisi (k=0,#1,%2,...)

0= LG5 H(s) =Y L(s+2,)~Y L(s+ p,) = 2i 180
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Kok yer egrisi cizildikten sonra egriye iliskin K degerleri asagidaki sekilde
hesaplanir.

Asadida verilen sekilde, G(s)H(s)’in kutup ve sifirlari keyfi olarak
yerlestirilmis olsun. Buna gbre kok egrisi lizerindeki herhangi bir s1 noktasi
ele alalim ve G(s)H(s)’in kutup ve sifirlardan bu noktaya vektérler cizelim.
Kok yer egrisi ¢izimi icin,

G s(s+p,)(s+ p;)
-2 < 5| s-plane PKE /gln :
5 - s L(s, +2z,)— Ls, — L(s, + p,) — L(s,+ ps)
¢l
U/ 8 - ) » LG(s)H(s)=6,—6p,—bp, —Ep, =2(i +1)-180°
- = g
! D ’ NKE icin:
B3 Z(51"'Zl)_lsl_4(51"‘]92)_4(51"']73)
-P3 ZG(s)H(s) =6, —6p,—Ep, —Ep, = 2i-180°

K genligi icin:
‘K‘ _ ‘Slusl +p2H31 +p3‘ _ BCD
‘sl + zl‘ A
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1 + K-G(s):-H(s) = O icin Kok Yer Edrisi Ozellikleri ve Cizimi:

1. Baslangig¢ ve bitis noktalari: K=0 ve K=+0o0 noktalari
K = 0 noktalan G(s)H(s)'in kutuplarina karsi dlser, bunlara s = co'da
bulunanlar dahildir.
K = * oo noktalan G(s)H(s)'in sifirlarina karsi diiser, bunlara s = oo'da
bulunanlar dahildir.

2. Kok Egrilerinde Kol Sayisi
Kok yer egrisinin bagimsiz kol sayisi F(s)=0 denkleminin mertebesine
esittir. Kol sayisi kutup sayisi “n” kadardir. Sifir sayisi "m” ile ifade
edildiginde sonsuza giden kol sayisi (n-m) kadardir.

3. KOk Egrilerinde Simetri
Kok yer egrisi G(s)H(s)'nin kutup sifir yerlesimindeki simetri eksenlerine
gore simetriktir.

4. KOk Egrilerinde Asimptot Sayisi
Kutup sayisi "n”, sifir sayisi "m” ile ifade edilirse |n-m|-1 kadardir.

5. Asimptot Acilari
Kutup sayisi sifir sayisindan buylkse, kollar sonsuza gider ve asimptotlara
paralel olur. Asimptotlarin gercek eksen ile yaptigi aci: (i=0,#1,#2,...)

N _ 2(l+1)-180° - 2i 180°
PKE (K>0) icin: n—m| NKE(K<0) igin: In—m|
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6. Asimptotiarin Kesisme Noktasi
Asimptotlar s-diizleminde gercek eksen Uzerinde kesisir.
Gercek eksen lzerindeki yeri:

> p)-22)

_
O

n—m
7. Gercek Eksendeki K6k Egrileri
Gercek eksen Uzerinde bir kismin PKE (K>0) olmasi icin sagda bulunan
tim gercek kutup ve sifirlarin toplami tek sayida olmalidir. Eger cift ise
kisim NKE’ye (K<0) iliskindir.
8. Kok Egrilerinin Cikis ve Giris Acilari
i=0,#1,#2,... ve 0<K<oo , Pozitif Kbk Yer (PKE) egrisi icin

0=2G(s)H(s,) =D Lls,+2,)- D Z(s,+ p;) = (2i+1)-180°
k=1 =1
-00<K<0 icin Negatif Kbk Yer (NKE) egrisi (k=0,+1,42,...)

0=2LG(s)H(sy) = ZL(Sl +z,)— Z:L(S1 +p,)=2i-180°
k=1 j=1
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9. KOk Egrilerinin Sanal Ekseni Kesme Noktalari
K6k egrisinin sanal ekseni kesme noktalari ve bu noktalara iliskin K
degerleri Routh-Hurwitz kriteri uygulanarak bulunur.

10. K6k Egrilerinde Kopma Noktalari
Kok egrisinin kopma noktalari dK/ds=0 yada G(s)H(s)/ds=0 denklem
kéklerinden belirlenir.

11. K6k Egrisi Uzerindeki s; gibi herhangi bir noktaya iliskin K degeri

K| =1/|G(s)H(sy)|
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Ornek: Asadida hareket eden nesneleri takip eden bir giivenlik kamera kapal
cevrim otomatik kontrol sisteminin blok diyagrami verilmistir. Kapali cevrim
kazancinin sistemin gecici rejim yanitina ve kararliligina etkisini inceleyiniz.

Subject’s Motor Camera
position  Sensors  Amplifier and camera position
J
R(s) > K, K> C(s) -
s s(s + 10)
(b)
Ris) K C(s)
- -
s24+ 105+ K
where K= K 1 KI
(c)
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Coézim: Sistemin kazanci degistirildiginde kutuplarinin yerlerinin degisimi:

jo
[ ]
K=50 =J5
K Pole 1 Pole 2 45 P
s-plane 40 )
5 947 —0.53
30 P
10 —8.87 -1.13
15 -8.16 -1.84 11
K=0 51015 20 25 2015 105 |0=K
20 —7.24 -2.76 - M ! *-x—x-x-i%- o
25 s s -10 9 -8 -7 -6 -4 -3 -2 -1 1%
30 —5+j2.24 ~5-j224
30 172
35 -5+,3.16 -5-j3.16
40 —5+3.87 —5—j3.87 if, 173
45 —5 4+ ja.47 -5 —ja47 45 15
50 —5+/5 -5-j5 K=50 4 -5

Iste bu kapali cevrim kutuplarin kazanca badl dedisimi kék yer egrisidir.
Kazanc¢ 25 den kiiciik oldugunda biitiin kutuplar reeldir. Bu gecici rejim yaniti
icin sistemin asiri séndmli oldugunu gésterir. Kazang 25 ise kritik séniml,
25’den blyiik oldugunda ise s6nimli oldugunu gésterir.
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Ornek: Asadida acik cevrim transfer fonksiyonu verilen kontrol sisteminin kék

yer egrisini elde ediniz.
K(s+3)(s+4
KG(s)H(s) = £l +3)(s+4)
(s+1D)(s+2)
Cozam: Sistemin kapall cevrim transfer fonksiyonu:

C(s)
RL(’%— KG(s)H(s) T?’

T(s) = 2K (s+3)(s+4)
1+ K)s“+(B+7K)s+(2+12K)

s-plane

Y
Q
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-2+j3 kutbu icin acilar:

61 + 6, — 03 — 0 = 56.31° + 71.57° — 90° — 108.43° = —-70.55°

-2+j3 kutbu kok yer egrisi lzerinde degildir! Herhangi bir kazang degeri icin

kapali cevrim kutbu degildir.
-2+j(v2/2) kutbu icin islemleri tekrarlarsak K degeri:

[Tls-= f(l.zz)

i=1l — L3L4 —

1

K = — = = =0.33
G(s)H (s) H\S . ‘ LL, (2.12)(1.22)

K (S + 3) (S + 4) 1 s-plane
(s+D(s+2) ///"\\\
dK —O0 O X% %

jo

)

-j}

—=0 -4 -3 -2 -1

ds
Buradan kopma/ayrilma noktalari bulunur.
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Root Locus

1

0.8
05
0.4
i
.
e
E 02
-0.4
0B
-0.8
s 4 -3_i5 3 -2.i5 2 -1.i5 1 05
Real Axiz
dK/do = -46° - 206-22 =0
01=-3.366
022—1.634
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Ornek:
K(%S + I)
1+GH(s) =1+ ————=0.
Zsz + 5
2(s + 2
s* + 4s
2(s + 2)
P(s) = ———.
() s? + ds
p+ g2
s(s+4)
s + 2| [s]
Root locus I : / :
Zero segments Roots
\ K /
Fa3 O ral -1 >
4 -2 -4 -2 52 -4 -2 S0
Poles L_ Isy + 4| _’l
@K)ls; + 2] _ . K = [-1ll-1+4] 3
Isyllsy + 4l 2|1+ 2| 2

' s;'deki kazancg degeri.

Asimptotlarin kesisme noktasi:

3 > poles of P(s) — >, zeros of P(s) =

n

0
n—M
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n—-M '
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Asimptot acilari:

2k + 1
= 180°, | k=0,1,2,...,(n — M — 1),
A n— M ’ 71 (ﬂ )
(n — M)$ = 180°,
. 180°
n—-M’
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Ornek: Asadida acik cevrim transfer fonksiyonu verilen kontrol sisteminin kék
yer egrisini elde ediniz.

KG(s)H (s) = Kis+2)
s-(s+1)(s“+8-5+32)
n,-n, = 4-1= 3 Asimptot var. = ' ; > T
e o . .o - , |
K (S + 2) —_1 3{){){}_%~ //
s-(s+1)(s* +8s+32) B @ﬁ)\
K _ 0 % 0 o ’ﬁéa
ds k \

Buradan kopma/ayrilma noktalari bulunur.
dK/do = 36° - 2606° + 94¢° - 1600 + 64 = 0
01=-3.643

O'2=—2234+_|2358 3 teme AsPmplet
03=-2.234+j2.358 e 00 e o w o

0,=-0.555
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-+
Imaginary Axis
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