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Temel Buyuklukler ve Birimleri
International System of Units (SI)

Buyukluk SI Birimi Kisaltma Sembol

Uzunluk metre m L, |
Kltle kilogram kg M, m
Zaman saniye S T,t
Elektrik Akimi  amper A I,i
Sicaklik Kelvin K derece
Madde miktari mol mol

Isik siddeti kandela cd cd
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TABLE 2.1 Summary of Through- and Across-Variables
for Physical Systems

M

Variable Integrated Variable Integrated
Through Through Across Across
System Element Variable Element Variable
W S A T T S
Electrical Current, i Charge, g Voltage Flux linkage, A,
difference, v,
Mechanical Fotce, I Translational Velocity Displacement
translational momentum, P difference, v,, difference, y,,
Mechanical Torque, T Angular Angular velocity Angular
rotational momentum, / difference, w,, displacement

difference, 0,

Fluid Fluid Volume, V Pressure Pressure
volumetric rate difference, P, momentum, y,,
of flow, O

Thermal Heat flow Heat energy, Temperature
rate, ¢ H difference, 7 ,,
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Matematiksel Temeller

- Karmasik Degiskenler
- Diferansiyel Denklemler
- Laplace Donusumleri
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Karmasik Degiskenler
s=oco+ jJow
G(s) = Re {G(s)} + jIm {G(s)}

I\jm

S B} -+- T

o
q [ ——
Qv
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Diferansiyel Denklemler

Ornek: Seri bagli RLC devresinin 2.mertebeden diferansiyel denklemi:

R-i(t)+L d;(; )4 é [i(t)dt =e(2)

Genel olarak n.mertebe diferansiyel denklem:

d” y(t) d"" y(t) d'y(t)
———+q  ———+-+a,——+ )= f(t

do, A1...Qnqkatsayilari y(t)’nin bir fonksiyonu degilse
“dogrusal adi diferansiyel denklem” olarak adlandirilir.

Not: Bu ders kapsaminda ilgilendigimiz sistemlerin toplu parametreli sistemler olmasi
nedeniyle yalniz bu tir diferansiyel denklemlerle karsilasacagiz.
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LAPLAS (LAPLACE ) DONUSUMU

Zamanla degisen bir f(t) fonksiyonunun Laplas donltsimu

ig) = / f(e dt s>0
0

lle elde edilir ve gdsterimi: £{f(t)}

Diferansivel denklemlerin Coziimiinde Laplace dontistimii

{_‘l
[iferansiyel Denkle . of Cebirsal denklem
t - tamm bolgesi s tanim bolzesi
[ ]
]
]
I p— v . -
1 Cebirsel denlflenmn Cdenm
1
I
]
]
L ( L
1 ]
t-tamm belgesinde | stamm bolgesinde
Oz cozim
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Laplas donusumi, diferansiyel denklemlerin cebirsel
ifadelere donusturulerek cozumlerinin kolayca elde

edilmesi amaciyla kullanilir.

Teorem: Laplace donusumu lineer bir donusumdur.

ispat: Bu donisimdin lineer olmasi igin linner olma
kosullarini saglamasi gerekir;

1) L(f+g) = L)+ £(g)
2) Llef )= ()
/ | :(f(f)‘}‘iff(f))f“_'gfdf = / | f(t)e 'dt+ / | g(t)e s'dt
0 40 40

= F'(s)+G(s)
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/ cf(t)e *dt :c/- f(t)e™'dt = cL(f(t))
0 0

Lineer olmanin her iki kosulunu da sagladigi icin Laplas donusumu
lineer bir dontsumdar.

Bazi Onemli Fonksiyonlarin Laplas Donusumleri

Ornek: f(t) = 1 ise f(t) nin Laplas déniisimu nedir? pf(s) =7

le's) R <R 1
le ¥dt = |im e dt — |im : e
0 H—oa Jo B—oo —g S

2. Otomatik Kontrol, Fiziksel Sistemlerin Matematiksel Modellenmesi Dr.Tuncay UZUN 2-9

Ornek: eatf(t) nin Laplas dondsimu nedir? L(e*f(t)) =7

(Bu ifadeye Ustel 6teleme de adi verilir.)

L(ef(t)) = / | e f(t)e sdt = f | f(t)ela™=)tdt — / .f(t)e_‘:““"_“'”dt
] 0 o0

Savet s1 = s — a sabit donusumu vapilirsa

— / F)e g =F(s1) = F(s— a)
o

Sonuc: Eger eatf(t) nin Laplas doniisimind bulmak istiyorsak
f(t)'nin Laplas donustumini alip s yerine s-a yazmak yeterli olur.

Ornek: et nin Laplas déniisimi nedir?

1

S—a

g =8—a , —

L(e*)= L(e* -1 = L(1)
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Ornek: e+t nin Laplas dondsimui nedir?

1
s — (a+ jb)

L‘.(e(“*f"f’“f — ﬁ(tﬁ{uﬂbjt -1 Y= B{1)

si=s—(a+jb) =

Ornek: Cos(at) nin Laplas doéniisimii nedir?

I " . ' . T ) E—.j"lf + E—,__j‘ﬂ.f
Cos(at)’nin euler dontsimu: cosat =

2
N E‘Mf + E_jﬂf e 1 v _qat _—jat
L(cosat)= L ( 5 ) =g [L(e )+ L(e )]
f_',({:DS f_’{.f) — l |: . + - :| = ; S > O'
2 ls—ja s+ ja s+ a?

Benzer sekilde sin(at) nin Laplas dontsimu:

a

s>0
s +a’
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Adi Diferansiyel Denklemlerin Fonksiyonlarin
Laplas Donusumleri ve Cozumleri

v+ Ay + By = u(t)

seklinde sabit katsayili adi diferansivel denklemlerin y(0) = o
ve y/'(0) = y"D ilk kosullari altinda cozumleri Laplace donusumu
ile kolaylikla yapilabilir. Bunun icin oncelikle y(t) 2, Y(s) ile

Y(s) = %2 seklinde hesaplanir. Daha sonrada
q(s)

< =l
Y(s) — y(t)

bulunur. Burada y(t) nin tlrevleri mevcut oldugundan turev ve
integral islemlerinin Laplace donusumlerini oncelikle irdelemeliviz.
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f,{f”(t)}:/ e = f(t)dt
o0

Kis. tlrev. ayirma=(Turev alma,integral al) —/ (Her ikisinide yap)
0

=& T —/ —se S f(t)dt
0

—0— f(0) + s / f(B)e™™dt = sp(s) - £(0)
0

|
F(s)
Ornek: : - . o
" 32 454 8 Ifadesinin ters Laplas déntsumuni
bulunuz.
s2 —4s+5 (s—2)2+41

r-1 1 _ Onceki dérnektekis’in yerini s-2
' E T | e F(s almigtir. O halde fonksiyonumuz
| F(s-2) dir.( a = 2)

L(e”f(t)) = F(s —a)

Bir fonksiyonu zaman ekseni Gzerinde kaydirirsak, o fonksiyonun
otelenmis halini elde ederiz.

Fonkisyonlarin negatif bélgedeki degisimleri bilinmiyor olabilir.

y(t)
A
Lo /
(0] —
y(t) = f(t) f

2. Otomatik Kontrol, Fiziksel Sistemlerin Matematiksel Modellenmesi Dr.Tuncay UZUN  2-14



Bu durumda f(t) fonksiyonunu pozitif zaman ekseni lUzerinde ¢
kadar kaydirdigimizda f(t)'nin negatif zaman ekseni izerinde
¢ kadar davranisina ihtiyacimiz ortaya cikar.

Bu kismi bilmedigimiz icin kaydirihmis fonksiyonun ilk ¢ birimlik
suresi sifir olmahdir.

Dolayisyla bunu olusturabilmek icin f(t) fonksiyonu ¢ kadar
Otelenmis birim basamak fonksiyonu ile carpmamiz gerekir.

L)
A

[{0)| . _ / - /

|
| (1)

1

C t
glt) = w0 flt—e)
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Teorem: C{u.(t)f(t—c)} =e =L{f(t)} = e F(s)

Ispat:
ﬂ{uc(t)f(f . C)} — / €_5fy.,:(i')f(f. — c)dt = / IE,—s-.Ff{t — ¢)dt
o e

Burada ¢ .= t—c dOonusumunu yaparsak islemlerimiz kolaylasacaktir,
sovle ki:

/ et f(t—c)dt = / e (I f(C)de = e / e~ F(()d¢ = e F(s)
c 0 0

s =

Ornek: F(s) = =5~ Ifadesinin ters Laplas dénlsimini bulunuz.

cHFP(s) =) =7
25

. E—Es o2
£l {F(s) = 1—2}: r-1 {iz} ! { — } — t—uo(t) (1—2)

P 0Lt<?
2
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NOT: 0 - ~ arasinda tanimlanmis sint fonksiyonunu ele alalim.
Bu fonksiyonu /2 kadar zaman ekseninde saga dogru
Otelersek, Laplas degeri:

L{sint} — L{ugpmsin(t —x/2)}

Clsint} — L{sin(t — 7/2)} Degildir.
Ornek: fpy = dsint 0<t</a
7 \sint4cos(t—n/4) t>n/4

ifadesinin Laplas donUsumidni bulunuz.

CL{F(8)y= L{sint}+ L{u,4(t) cos(t —7/4)}

1 —n/a S 14 se /4

—_— x
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Ters Laplas Donusumleri

LY F(s)) = f(t)seklinde sembolize edilir. Kismi kesirlere
ayirma yontemi kullanilir, boylece karmasik
ifadeler sadelestirilerek Laplas donidstimi
bilinen ifadeler haline donustaralar.

Ornek: o ifadesinin ters Laplas dondsimund bulunuz.

£~ {s(s:—ﬁ—.?:-} } =T

1 1/3 , —-1/3 _ _ i .
13 s + .13 lerimlerin ayrn ayr ters donUsumlerini

alacak olursak;
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~ 52 4 s . .. v e e aea
Ornek: (q;igz(j_l 5 ifadesinin ters Laplas dénltsimunt bulunuz.
-1 s*+s+1 o
(s+1)2(s — 1) '

24+ s+1 B _1;’2._{_ A + 3/4
GHG-D  GriE TG+D TeoD

Esitligin her iki tarafi s in blatlin degerleri icin esit ise s=0 icinde
esittir. Bu durumda;

1 3 :
e A e A=1/4
2+ 4
sf4+s+1 0 —1/2 1/4 3/4

ST TR PRRE | TRL PTET S ey

r-1 {( s? "‘);“(‘F 2 )} = —0.5te " + 0.25¢ " + 0.75¢"
s+1)<(s—1
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S .  3s+2 . . o
Ornek: 2142120 ifadesinin ters Laplas donusumunu bulunuz.
;:‘—1{ 3s+2 }:?
s2 + 42 + 20
E(g) = e =3 il i

(+22+#2  (+27+42  (s+272+42

Ters Laplas Dontusimu
= 3e 2 cosat — 4e sin4at

Hatirlama: acosrf + bsinrfl = ccos(rf — ¢)

f(t) = e 2*[3 cos 4t — 4 sin 4t]

= e 2'. 5. cos(4t + tan~1(4/3))

\ @
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Yuksek Mertebeden Turevierin Hesaplanmasi
C{f" ()} =7

f(t) = [f’{f}]; seklinde yazilabilir.

CLF'()) = sC{f'(t)} — f(0)
= s[sF(s) — f(0)] — f'(0)

= 2F(s) — sf(0) — £(0) sf (O):Ois
f0)=0

e

=5°F(s)
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Darbe (impuls) Fonksiyvonu

Darbe fonksiyonu sistemelerin davranislari hakkinda bilgi
edinmek icin kullanihr.

Darbe fonksiyonu, kuvvetin, gerilimin veya benzer fonksiyonlarin
sisteme cok kisa slre icersinde ¢cok buyuk degerler alacak sekilde
uygulanmasi ile olusturulur.

Istaka ile bilardo topuna vurmak buna ornek olabilir. Bu vurus
sonrasl topun dinamik davranisi, ilk degerleri sifir kabul edilen
bir sistemin darbe yaniti seklinde ele alinabilir.

Futbolda ise verilen bir pasa veya ortaya sut cekilmesi, vole
vurulmasi sonrasi topun dinamik davranigi, ilk degerleri sifir
olmayan bir sistemin darbe yaniti seklinde ele alinabilir.
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ay" + by’ + cy = u(t)

formunda diferansiyel denklemler dogurur. Iste burada w(t) darbe
seklinde bir fonksiyvondur ve to—7 < t < to+7 araliginda cok blylk

dedgerler alan ama diger tim zaman diliminde sifir degerini alan
bir fonksiyondur. Simdi

ta4T
I(r) & f u((t)dt

P

seklinde birintegral tanimlayalim. Aciktir Ki tg — 7 <t < to+ 7
araliginin disinda w(t) = 0 oldugundan

I(r) & -/m wu(t)dt

vazilabilir. Bu lntegral aslinda darbenin buyuklugu hakkinda bir
metrik tanimlar. Ornedin mekanik bir sistemde w(t) bir kuvvet

fonksiyonu ise, I(7), to — 7 < t < to + 7 araliginda toplam kuvvet
darbesi olarak adlandirilir.
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Simdi ©zel bir durum olarak t; = 0 kabul edelim ve u(t) isaretini
su sekilde tanimlayalim:

1
5 —TrT<t<T

u(t) = dr(t) = {

0 t< -—7TvVveyat =T,

Burada 7 cok kiiciik pozitif bir sabit olsun. Ilgili durum Sekilde
gosterilmektedir.

= d,-l:f.l

k=
1

=

i i .

_—T
[}

w = d-(f) zrafigi
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1—0’ giderken, grafik: ¥ =,“i-":f:'

4 = d.(f) grafigi v — 0O

Aciktir ki bu durumda + nun degeri sifirdan farklh olacak sekilde
ne olursa olsun, I(r) = 1 olur. Simdi v yu giderek kiicultelim.
Bu durumda aciktir Ki :

lieey Ll =1

T—0

olur. Iste bu bizi ideal duruma gétiiriir. O da tam ¢t = 0 da genligi
bire esit olan ama diger tum zaman diliminde dederi sifira esit olan
bir fonksivondur. Iste bu fonksiyona birim darbe fonksiyonu
(unit impulse response) ad verilir. Biz ozel olarak birim darbe
fonksiyvonunu 4(t) ile sembolize edecegiz. O halde 4(t) icin su

ozellikler yazilabilir:
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5(t) = 0, t %= 0;

/l a(t)dt = 1.

Bu delta fonksiyonuna Dirac fonksiyonu adi da verilir.

*Paul A.M. Dirac (1902-1984), Ingiliz matematikci wve
fizikcisi, 1933 senesinde Nobel odiltu aldi.(Kuantum mekanigi
lizerindeki calismalar nedeniyle.)

a(t), t = 0 icin tanimlanmis bir fonskiyondur. Ancak herhangi bir
tg noktasi icinde &telenmis olarak &(t—ty) seklinde de tanimlanabilir.

Bu durumda ozellikleri
o(t —tg) = 0, t = to;

f 5(t — to)dt = 1.
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Simdi 6(t) fonksiyonunun Laplace donisiimuni bulmaya calisalim:
Aciktirki

L{6(t —tg)}= !mrgI L{d (t —1p)}, yazilabilir.

= Iim/ e 5td (t — tp)dt
0

T—0

to++1
= Iim/ e ' d, (t — to)dt
to—T

T—0
f['l-l_r ; 1 f=f.:|—|—:r
= lim— e dt = — Gk
T—0 27 £ 25T P —

1
= M —e ™" —g)

T— £8T
— Iim Sir‘ll“'ltla'rf_smI
T—0 5T
Ancak 7 — 0, (sinhst/s7) tammsizdir. Bu durumda limit ancak
L"HospifalJedeali-de-hulwnabilir., Bu durumda
sinh s ~ scosh st
lim ————e™ 0 = |lim =1
T—0 =T T—10 =

Bu durumda aciktir ki;

Ozel olarak to = 0 kabul edilirse

|£{5(¢)} =1 \

ornek: ,/(¢) + 5,/(t) 4+ 4y(t) = u(t)

seklide yanimlanmis bir sistem icin w(t) = 22" t > 0 seklinde
bir giris olsun. Sayet y(0) = 0 ve ¥'(0) = 0 ise sistem vaniti y(t)
ne olur?

elde edilir.

$2Y () + 5sY (s 4Y (s) = - i .
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2 1 2/3 1/3

S P T S T ) R P BN GRS pery)

elde edilir. Bu durumda
y(t) = —e 24+ 2/3eF+1/3e t>0

seklide hesaplanir.
Perivodik Fonksiyonlarin Laplas Donusumleri

Tamm (Periodik Fonksiyon:) Bir f(t) fonksiyonu
f(E+T)=f(t)

vt icin ise bu f(t) fonksiyonu T > 0 periodiktir denir. Periodik
bir fonksiyvonu tanimlamak icin genellikle pencereleme tektigi kul-
lanihr, soyleki:

(f(1); OLtED,
fr(t) = f(t)[1 —up(t)] = <

L0, aksi durumlarda.
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Burada fr(t) pencerelenmis fonksiyonu gostermektedir. fr(t) nin
Laplace donlsimi ise

e T
Fri(a) = f et fr(t)dt = f =5t £ (£)at
o 0

Pencerelenmis yukaridaki fonksiyon ilk T" stre icin tanmlanmistir.
Bu fonksiyonun k periyot kadar saga otelenmesi durumunda pencere-
lenmis fonksiyon

f(t—kT), KT <t<(k4+1)T
fr(t = kT)wr(t) =
0, aksi durumlarda.

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda [0, nT] siiresi icinde dtelenmis
fonksiyonlann toplanmasi f,r seklinde gosterilebilir:

fr(®) =Y frt — kKD)uir(t),
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-

frit)
A hERY
7 i 2T (n—1)T T

Bu durumda fonksivonun tumdi
F(O) =) fr(t —nT)unr(t)
n=I0

seklinde gosteriebilir.
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Teorem f, [0,T] araliginda parcal sirekli, T periyodik bir fonksiyon
olsun. Bu durumda
T
Fr(s) _ Jo e @)di

LI} =T =T

Ispat: Bilivoruz ki
C{fr(t — kT)urr(t)} = e *L{fr(t)} = e *Fr(s)

seklinde vazilabilir. Diger taraftan Laplace donusiminin lineer
olusundan dolayi,

T n—1
Fur(s) = / e S f(t)dt = Z C{fr(t — KT )upp(t)}
9 k=0

n—1 n—1 P 1 — (E,—ST)H-
— Z E_kTSFT(S) — FT(S) AZ (E_ST) == FT(S.) ] T
k=0 =

Burada sT > 0 oldugu disiniiliirse eI < 1 olur. Bu durumda
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— (e Fr(s)

1 e 1_edl

nl
F(s) = llm/ & T ()t = Ilrn Fr( }
0

n— o0

Ornek: Asadidaki sekilde verilen fonksiyonun Laplas déniisimunii
bulunuz.

Y

A

5% _
t. s 2
£(t) =
Q. 1 <<t <22
$el(ZI IOtdmt I .flgzl;(lse|3§t!rnylel1o Matematik |B ||r.IyOdL’I 2 dlr T 2 Dr.Tuncay UZUN 2-33
2 1 _ N
l—e*® e°
Fr(s) = / e % £(t)dt :/ s tdt = =
f P, T
0 ] P e
1 — g7

Eg)= s2(1 — E‘_F:S:l - (1 — e 2s)

(")I‘I‘IEk:Asac_‘jldaki fonksiyonun ters Laplas donisiumunt hesaplayiniz

1 —e"¢
F(s) =
(s) s(1 — e—2%)
Cozum: Aciktirki paydada bulunan (1 —e2%) seklindeki terim bu
ifadenin periyodik, hatta periyvodununda T = 2 oldugunu ortaya
koymaktadir. Bu durumda

— &

Loesig™ 1 e
Fr(s) = - -

e " _*— P H b )
Fi(s) Fa(s)
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{—"'_S

LTI =1 ve £~ —} = (t) oldugundan

S

4
s

1, 0<t<l,
f(t) = elde edilir.
0, 1<t<?2

Son deger teoremi Bu tearem bir fonksiyvonun kararli hal degerinin
s-tamim bolgesinde hesaplanmasinda kullanilir.  Sayet sY (s)'in
tim kutuplar s-diizleminin solunda ise

lim y(¢) = lim sY (=)
I—+OC s—
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Otomatik Kontrol

Fiziksel Sistemlerin Modellenmesi

Elektriksel Sistemeler

 Mekaniksel Sistemler
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Kontrol sistemlerinin analizinde ve tasariminda en onemli
noktalardan bir tanesi sistemlerin matematiksel ifade
edilmesidir.

Transfer fonksiyonu metodu ve durum degiskenleri metodu en
cok kullanilan modelleme yontemidir.( Transfer fonksiyonu
metodu sadece lineer sistemlere uygulanabilir.)
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Transfer Fonksiyonu:

Baslangic kosullan sifir kabul edilerek bir sistemin cevap
fonksiyunu (cikist) ile strltcu fonksiyonu (girisi) arasindaki
Laplas transformasyonlar oranina transfer fonksiyonu denir.

Transfer fonksiyonu sistemin dinamik karakteristiklerini tanimlar.
Sistem O6zelligidir. Sistemin fiziksel yapisi hakkinda bilgi vermez,
farkl fiziksel sistemlerin transfer fonksiyonlari ayni olabilir.

R(s) (b,,s™+ b, _1s™ 1+ ..+ by) C(s)

(anS” T an—lgn_l R a(})

C(s) _ G(s) = (b s"+b, s"" +.. by)

R(s) (as"+b _s"" +.... a,)
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dx

Ornek: “* +2x = r(t) icin transfer fonksiyonunu olusturunuz.

dt

Baslangic kosullarini 0 kabul ederek iki tarafin Laplas déntsumauan
alalim:

SX(s)+2X(s)=R(s)

G(S)IX(S) _ 1
R(s) s+2
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Elektriksel Sistemlerin Transfer Fonksiyonlari

Elektriksel sistemlerin modellenmesinde linneer ve pasif ¢ devre
elemani yaygin olarak kullanilir.

Direng, Endlktans ve Kapasitans

—‘E W) = %Lf i(r)dr i(f)=0C % W) = %q(z‘) Cls Cs
Capacitor
_/\/\/\/_ = A ] 3 dqm ] 3
Wt) = Ri(f) i(f) = =wt) Wt) = R— R -=(
Resistor . L 8
N VN LU L)
—m— 0-15" i LL o ()= 1 I -

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: w(t) = V (volts), i(r) = A (amps)
¢(f) = Q (coulombs), C = F (farads), R = () (ohms), G = U (mhos), L = H (henries).
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Kapasitor icin:

V(s) = él@)

Direnc icin:

V(s)=RI(s)

EndUktor icin:
V(s)=Lsl(s)

Transfer fonksiyonu tanimlayacak olursak:

=Z(5)
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Elektriksel devrelerin matematiksel modellenmesinde Kirchhoff
yasalarindan faydalanilir:

Bir kapali cevrimdeki gerilimlerin cebirsel toplami sifirdir.

Bir noktaya gelen ve noktadan cikan akimlarin cebirsel
toplami sifirdir.

Bu iliskiler kurulduktan sonra devre icin diferansiyel denklemler
yazilir. Daha sonra Laplas dondsimu yapilir ve transfer
fonksiyonu elde edilir.
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MAgagldaki devrede kapasitor gerilimi V_(s) ve giris gerilimi
V(s) vyi iliskilendiren transfer fonksiyonunu yaziniz.

L R

0000 AN
v(?) Cl) C ,_-:J ve (1)

Kontrol tasarimcisi ilk 6nce giris ve cikisi belirlemelidir. Ancak
bu 6rnekte giris ve cikis bize verilmistir. Giris ugulanan V(t)
gerilimi cgikis ise kapasitor gerilimi, V(t).
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1. Yontem Kirchhoff Gerilimler Yasasi:

Ri()+L dzg ), é j;i(r)dr — (1)

Baslangi¢ kosullarini sifir kabul ederek Laplas dontstimunu
yapalim: 1

RI(s)+ Lsl(s)+—1(s)=V(s)
Cs

Denklemi dlzenleyecek olursak:

V(s)=(R+Ls+ L)I(S)
Cs

Dikkat edilecek olursa uygulanan gerilim; cevrimdeki devre
elemanlarinin empedanslarn toplami ile devre akiminin carpimidir.
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V(s)

1(s) = 7
(R+Ls+—)
Cs
V.(5) . |
N t .
V(S) i elde etmeye ca |§1|yoruz
Viis)=—1(s
() o (s)
| V(s %4 1 1
I/C(S):C ( ) 1 c(S): -
S(R+Ls+—) Vis) Cs (RCS-I—LCS +1)
CS CS
V() IC
Vis) 2, R 1
L LC
1
V(s) 7o Ve(s)
g g2+£q+L =
> L LC

Aslinda devreyi cozmeye baslamadan devre elemanlarinin devre
Uzerinde empedans degerlerini yazabiliriz.

2. Otomatik Kontrol, Fiziksel Sistemlerin Matematiksel Modellenmesi Dr.Tuncay UZUN  2-46



2. Yontem Kirchhoff Akimlar Yasasi:

Bir noktadan cikan akimlar pozitif, noktaya gelen akimlari
negatif kabul edecegiz.

Bizim devremizde akimlar; kapasitor icinden gecen akim ve seri
bagh direnc ve endiktérden gecen akimdir.

L
AN V() V()= (s)
— 0000 \\\—® + =0
} 1 R+ Ls
- U o
/() () Cs 7T C s)
1(s) COzecek olursak:
1
V.(s) LC
ORI
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3. Yontem Gerilim Bolucu:

Kapasitor uclarindaki gerilim uygulanan gerilimin bir kismidir.
Dolayisiyla kapasitor empedansini toplam empedansa bolerek
kapasitdr gerilimini bulabiliriz.

1

V. (s) =—S5—V(s)
R+Ls+—
Cs
Bu 6rnekte tek cevreli bir elektriksel devremiz vardi, fakat cogu
elektriksel devreler birden cok déngu icerirler. Cok cevreli devrelerin
transfer fonksiyonlarini elde edebilmek igin:

1. Devre elemanlarinin empedans degerleri yazilir

2. Cevre akiminin yonu secilir

3. Cevrede Kirsof gerilimler yasasi uygulanir

4. Cikisi elde etmek icin denklemler sirasiyla ¢ézular

5. Transfer fonksiyonu olusturulur
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Ornek: Asagidaki devrede I,(s)/V,(s) transfer fonksiyonunu

vaziniz.
Ry R;

——WWA % AM——
(1

C A~ Vel

v(t) (D)
)

Baslangi¢ kosullarini sifir varsayarak devre elemanlarinin
empedanslarini yazalim

Ry L R,

11(f)

A ¢ £ ] |
V(s) (_) Ls Cs ~T~

1y(s) I5(s)
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1. Cevrimde R, (s)+ Lsl,(s)— Lsl,(s) =V (s)

2. Gevrimde  rof (s)+R,1,(s)+ Cil2 (s)—LsI,(s)=0
S

I,(s) ve I,(s) li terimleri birlikte yazacak olursak;
(R, +Ls),(s)—Lsl,(s)=V(s)
1
—Lsl,(s)+(Ls + R, +F)12 (s)=0
S
I,(s) i Cozmek igin kramer yasasini kullanacak olursak;

(R, + Ls) —Ls
A=

1
—Ls Ls+ R, +—
( ) Cs)
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(R, + Ls) V(s)

I.(s) = —Ls 0|  LsV(s)
2 A A
Transfer Fonksiyonu: G(s) = %
S
LsV (s)
L 2
G(s)=—0B == _ LGS
Vis) A (R, +R,)LCs” +(RR,C+L)s+R,
(s) LCs? I5(s)
— - a | -
(Rt R)LCs*+(RR,C T L)s t R,
1. Cevrimdeki Ortak 1. Cevrimde
empedanslari I - empedanslarin Iz — uygulanan
n toplami 1 toplami Gerilimlerin
toplami
Ortak 2. Cevrimdeki > Cevrimde
- empedanslarin Il+ empedanslarin 5= Eygulanan
toplami toplam Gerilimlerin

toplami

Cogu zaman transfer fonksiyonunun bulunmasi icin en kolay
yontem cevre gerilimleri degil, digim akimlar yontemidir.
Diferansiyel denklemlerin sayisi gerilimleri bilinmeyen digimlerin
sayisi kadardir. DUgum denklemlerini yazarken devre elemanlarini
admitans olarak gostermek kolaylik saglar.

Admitans : Empedansin carpmaya gore tersidir ve Y(s) ile gosterilir;

Y(s) = 1 :](S)
Z(s) V(s)
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DiUgum akimlari ile transfer fonksiyonunu elde edeceksek:

1. Devre elemanlarinin admitans degerleri yazilir.

2. Gerilim kaynaklarn akim kaynaklar cinsinden
yazilir. (Eger kolaylik saglayacaksa)

3.Digume Kirchhoff akimlar yasasi uygulanir.

4. Cikisi elde etmek icin denklemler sirasiyla ¢ézular.

5. Transfer fonksiyonu olusturulur.
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6rnek: Asa glaki devrede V_(s)/V(s) transfer fonksiyonunu nod
akimlarini kullanarak yaziniz.

B ikt N
v(1) CD

L C —~ vel)

Gerilim kaynagini akim kaynadgina, empedanslari admitanslara
doénulsturelim.
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I(s)=Y(s)V(s)
OAOPILE=n Cs 7w

GV, (s)+ Li V,(5)+ G,[V, ()~ Vo (s)] = V(5)G,
A)

Vc(s) digimindeki akimlarin toplami:
CsVe(5)+ GV e (5) =V, (5)]= 0

V. (s) ve V(s)leri duzenleyelim:

(Gl +G, + LJVL ()= G,V (5) =V (s)G,
Ls

— GV, (5)+ (G, +Cs)V.(s)=0
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Sirayla ¢6zdigimiuzde transfer fonksiyonu:

Dr.Tuncay UZUN  2-55

G1G2 g
Vo(s) _ C
V(s) G +G, 5)2+G1G2L+CS+G2—
LC LC
1.digime bagh Ortak \V 1.daglime
admitanslarin V - | admitanslarin C— | uygulanan
toplami L | toplam akimlarin
toplami
Ortak 2.digime bagl > diidime
admitanslarin V|_ admitanslarin VC,= u;/guglJanan
toplami toplami
akimlarin

oplami
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Ornek: Asadidaki devrede cevre denklemlerini yaziniz.

1

S

|
I\

[3(5‘) 4—)

45

% 0000 ——
<
Ty
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1. ve 2. 1. ve 3.
1. Gevredeki [.-| GCevredeki [ -| Gevredeki Eev:cla;jr(]aan
empedanslarin | 11 ortak 2 ortak Gé%lllmlerln
toplami empedanslarin empedanslarin toplami
toplami toplami
1. ve 2. .
Cevredeki 2. Gevredeki 2.ve3. 2. Cevrede
- | ortak Il+ empedanslarin I Cevredeki 13 _ uygulanan
empedanslarin toplami ortak - Gerilimlerin
oplami empedanslarin toplami
toplami
1. ve 3. 2. ve 3. 3. Cevredeki
-| Cevredeki I.- Cevredeki I, + empedanslarin I > Cs;lgi?aenan
ortak 1 ortak 2 toplami - Gerilimlerin
empedanslarin empedanslarin toplami
toplami toplami

(2s+2),(s) = (2s+1),(s)=I,(s) =V (s)
—@2s+ 1), (s)+(Os+1)I,(s)—4sI,(s)=0
— 1, (s)—4sl,(s)+|4s+1+ 1 I,(s)=0

S

2. Otomatik Kontrol, Fiziksel Sistemlerin Matematiksel Modellenmesi Dr.Tuncay UZUN  2-58



Mekaniksel Sistemlerin Transfer Fonksiyonlari
(Duzlemsel Hareket)

Force- Force- Impedance
Component velocity displacement Zy(s) = F(s)/ X(s)

Spring

Aw—b % (1) P
%fmo_\‘ _ () = Kj v(T)dTr 1) = Kx(r) K
J(1) 0
K

Viscous damper

— = X(/)
. . o ,
% T SO0 0 =£50 fus
3

Mass
—1—= x(f) ,

. dV(T) B d X([) 5
M e f()

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: f{7) = N
L REINAR RS ksl EibksaFsitnliainaliaen ik odahediosis (meters/ second), K = N/m (newtons, sagteda),.ubin= 2-59
N-s/m (newton-seconds/ meter), M = kg (kilograms = newton-seconds?/meter).

Mekaniksel sistemler ile elekriksel sistemler arasinda analoji
olusturmamiz mimkunddar.

Ornegdin, uygulanan kuvvet, uygulanan gerilimin; hiz, akimin;
yer degistirme de yuk'un karsihgidir.
F(s)

Mekaniksel Empedans: Z,(s)=
X(s)

Yay elemani: F(s)=KX(s)
So6nlim elemant: F(s)=f sX(s)

Kitle: F(s)=Ms"X(s)
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__P 0 X(s)/F(s) transfer

Ornek: fonksiyonunu bulunuz.

|
|
S
RLC devresine benziyor, mekaniksel sistemelerde diferansiyel

denklem hareket denklemi ile yazilir ve bu mekaniksel sistemi
tanimlar.

M

Elektriksel devrelerde akim niydnunu biz sectigimiz gibi
mekaniksel sistemlerde de hareketin pozitif yonunu belirleriz ve
serbest cisim diyagramini cizeriz.

Serbest cisim diyagraminda cisme etkiyen tim kuvvetler ve
pozitif hareket yonu gdsterilir. Kuvvetler zaman tanim
araliginda veya Laplas donusumiu ile(sifir baslangic kosulu
varsayilarak) gosterilebilir.

Newton yasasi uygulanarak, kuvvetler toplanir ve sifira
esitlenir.

| B S 1 NS
/1, i ' _ M K (1) fo5X(s) - M e F(s)
M d”"x(t) «— Ms2X(s) {0
dt’

Kuvvetleri toplayip sifira esitleyecek olursak;

Ms* X (s)+ f,sX(s)+ KX (s)= F(s)

(Ms® + f.5+ K )X (s) = F(s)
X(s |
G(S) — ( ) — -
F(s) Ms"+fs+K - : -
Ms*+ f.s +K
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Cogd u mekaniksel sistemler, cok cevrimli cok digumli elektriksel
devrelere benzemektedir ve sistemi tanimlamak icin birden fazla
diferansiyel denklem gerekir.

Mekaniksel sistemlerde gerekli olan hareket denklemlerinin
sayisi, lineer olarak bagimsiz hareketlerin sayisina esittir.

Lineer bagimsizligin manasi hareket noktasinin diger hareket
noktalari sabitlendigi halde hareket edebilmesidir. Lineer
bagimsizhigin bir diger manasi serbestlik derecesidir.

Eletriksel sistemlerden 6rnek verecek olursak; iki gevreli bir
devrede her bir akim diger ¢cevrenin akiminin etkisi altindadir.
Eder cevrelerden birini acik devre yaparsak, diger cevrede
gerilim kaynagi varsa o cevrede akim akmaya devam eder.
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-m : , ” ]
Ornek: fry s =

J

: | 1
| [ _ _ T ]
T My K M T
: | l

[ [

1 S S A . B i i I ) A
C T T [ T T 1 T T T T T T [ [ | C T T 1

I £, /

X(s)/F(s) transfer fonksiyonunu bulunuz.
Her iki kiitle yatay dog rultuda biri sabit iken hareket ettirilebilecegi
icin sistemin serbestlik derecesi ikidir.

Iki denklem iki kltlenin serbest cisim diyagramindan elde
edilecektir.

y . K\ Xi(s) ~—f
Eger M,"yi sabit tutup sl f, 5.X1(5)
M,’i saga dogru hareket JosXi(s) RSVE
ettirecek olursak F(s) —) - 1 -—— K, X|(s)
M, s* X, (s) -—
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Eger M,'yi sabit tutup
M,’i saga dogru hareket
ettirecek olursak

o KzXz(S)

-, 5X5(s)

M, Uzerine superpozisyon uygulanacak olursa:

(fo T 1 )5 X1 (s) =—] - = Kado(s)
F{(s) —-___ f1,5X(s)
Ms?X (s) =—

Ayn|-i§IemIYeri M, igin | |
Eger M,'yi sabit tutup fosXa(s) = M K. X
. ’ My e K3 X;(s)
M,’i saga dogru hareket JosXo(s) =— 7
ettirecek olursak
M52 X5(s) -

Eder M,'yi sabit tutup Ky Xi(s) —
M,’i saga dogru hareket v My
ettirecek olursak JosXi(s) —=|

(Ky+ K3) Xo(s) =——
M, (zerine sUperpozisyon S - fy sXi(s)

uygulanacak olursa: (h, ¥ /oy )sXo(s) =—1 My
RN e K 2X 1 (S_)

Mys?Xo(s) =—]
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M5 {1+ £ )5+ K+ )X (9 —{fo5+Ko )Xo ()= FT5)

(foys+ K )X ()M (1, + £, )5+ (K + K )X (5) =0

X(5) _ gy Lt +K)

F(s) A
Ms* [, + /s )sHK +K,) ( ) )
A Ms"H [, +1:)s HK +K, Ja5+K,
) P+ S JsHK, +K)
I (f5+K) My +(f, + £ )5 HEK +K) |
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F(s) s+ K X5(5)
(fos T Ky) >
A
X1 deki z)(rlt;/ke X2 deki X1'e uygulanan
harekete bagl 1 X2 = Kuvvetlerin
empedanslarin em||3edanslar|n
toplami toplami toplami
- | ortak + harekete bagli X = .
empedanslarin/*1 empedanslarin|/*2 — | Kuvvetlerin
toplami toplam toplami
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Ornek: 0

)--'—I_'I-.Yl.(’). . L o 41 _—>_\‘2(f)
K £ K el
_/m\_ LM, . W M, .'__.,/’(f)

[T T T T T T T T T T V¥ T T T T T T T T T [ T\ T T T
I Y T N Y

5/ £/

Yukaridaki mekaniksel sistemin hareket denklemlerini yaziniz.

[Ms + T v3)s+ K+K ]X(s) —K, X, ()= f,:sX,(s)=0
— KX () HMs™ +(fy + £ )5+ K X ()~ fa5X,(5) = F(s)

— f5X(8) = Fa8 XS HMus? + (£ + £, )5 [Xo(9)— £.45X:(5) =0
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Mekaniksel Sistemlerin Transfer Fonksiyonlari
(Dairesel Hareket)

Torque- Torque-
angular angular Impedance
Component velocity displacement Zy(s) = T(s)/06(s)
(1) 6(1)

Spring ¢

7(r) = KJ w(T)dT 7(r) = K6(r) K

0
K

Viscous 7(¢) 6(¢)

% damp,er (Y T($ = Dw(d) T = Ddif’ ) Ds
L .
W 1

(1) 6(1)
Inertia 2
dw((t) d=0(1) 2
T = .J 7(r) = J
e‘ (7) I @ =J 772 S
J

Note: The following set of symbols and units is used throughout this book: 7(7) =N-m
(newton-meters), @(¢)=rad (radians), w(f)=rad/s (radlans second), K= N -m/ rad (ncwton—

meters/radian), D= N-m-s/rad (newton-meters-seconds,/radian), J = kg-m? (kllogram meters?
= newton-meters-seconds?/radian).
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Dairesel hareket eden mekaniksel sistemler dizlemsel hareket
eden mekaniksel sistemler gibi ele alinir. Kuvvet'in yerini tork,
dizlemsel yer degistirmenin yerini acisal yer degistirme alir.
Ayrica kutle yerine atalet ifadesi kullanihr.

Serbestlik derecesi ise duzlemsel harekette yer degistirme ile
belirlenirken dairesel harekette donebilme ile belirlenir.

Once, hareket noktalarini sabit tutularak cismi donduririz ve
olusacak torklari serbest cisim diyagrami Uzerinde gdsteririz.

Sonra cismi sabitleyip sirasiyla bitisik hareket noktalari
dondurllerek olusacak torklar serbest cisim diyagraminda
gOsterilir. Her bir hareket noktasi icin bu islem tekrarlanir,

Tum serbest cisim diyagramlarinda tork’lar toplanir ve sifira
esitlenir.
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Ornek: () 6,(r) @-(1) Sistemin, 6,(s)/T(s) transfer
__E”q' AWA s fonksiyonunu yaziniz. Cubuk
her iki taraftan yataklanmistir

3\ \/f\ C=a  ve burulmaya maruz
Bearing Bearing | a|maktadir. Sag tarafa tork

D, Torsion D, e L
uygulanirken yer degistirme

sol taraftan dlcliimektedir.

Burada cubugun burulmasini iki atalet arasinda bulunan yay gibi
dusunebiliriz.

-

T
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@(s) Direction ) Direction 6:(s) Direction

T(s
T(s) ~ J1526,(5) (@ =~ J1526,(s)
@} @ }DISQI(S)

~=  Dis6(5) Kf;?l(s)
Kgl('i‘) KQZ(S) ~
J, Uzerindeki J;'nin J, Uzerindeki J,'nin K&(s)
hareketiyle olusan hareketiyle olusan J, Uzerindeki olusan
Torklar Torklar toplam Torklar
2(s) Direction 6,(s) Direction 6,(s) Direction
) Ke
, K6,(s) RO\(s) ,
JzS 92(3) — w\qu 92(5)
@/‘ Dys605(s) @}DZSBZ(S)
K@z(s) Ké’z(s)
J; Uzerindeki J,'nin 3. zerindeki J,'nin o .
hareketiyle olusan hareketiyle olusan J, tzerindeki olugan
Torklar Torklar toplam Torklar
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Her iki ataletteki torklari topladigimizda, hareket denklemini elde
ederiz:

(JIS2 +Ds +K)HI(S) —KO,(s)=T(s)

—K6’1(S)+(st2 +D25+K)6’2(S) =0

02 (S) — K () K 92{-‘“
T(s) A "l A "
(/s + D5+ K) ~K )

~K (/s +Dys+K)
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0, deki Gltvcle( 0, deki

harekete bagl B - orta fane , =

empedanslarin fmlﬁe anslarin

toplami oplami
9, ve 8, deki 0, deki

- | ortak harekete bagl

empedanslarmel + empedanslann 92
toplami toplami
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Ornek:

Hareket denklemlerini dogrudan yaziniz.

a )
6,’e uygulanan
Torklarin
toplami

N _/

a )
6,'ye uygulanan
Torklarin
toplami

N _/
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05(1)

D, D;

\
9, deki 6, ve 8, deki 6, ve 6; deki 8,’e uygulanan
harekete bagl -| ortak - | ortak =
empedanslarin 91| empedansiarin %27 | empedansiarin |23 Torklarin
toplami toplami toplami toplami
_/
6, ve 6, deki 0, deki 6, ve 8, deki 8,’ye uygulanan
- | ortak O, 4| harekete bagl ortak 0
empedanslarin Y1 empedanslarin| °2 ~ | empedanslarin (V3 = | Torklarin
toplami toplami toplami toplami
_/
- 0. ve 0. deki 92 ve 93 deki 93 deki 83’e uygu'anan
ortak ortak 4 | harekete bagl ”
empedanslarin |01 | €mpedanslarin 0, empedanslarin| ©3 = | Torklann
toplami toplami toplami toplami
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(Jls2 +D1S+K)6’1 (s)—Kb,(s)—06,(s)=T(s)
— K& () +(J2S2 +D,s +K)6’2(S)—D2S6’3(S) =0

—006,(s)—D,s0,(s)+ (J3S2 +D.,s + D2S)6’3 (s)=0
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