3. BOOLE CEBRI

1854 yilinda matematik¢i ve filozof George Boole, mantigin
sistematik olarak incelenmesi igin simdi Boole cebri dedigimiz bir
cebir sistemi gelistirdi. Sonra 1938 yilinda C. E. Shannon,
anahtarlama cebri denilen iki-degerlikli bir Boole cebri gelistirdi; iki
kararli elektrik anahtarlama devrelerinin bu cebirle temsil
edilebilecegini gosterdi. Boole cebrinin bigimsel tanimi igin E. V.
Huntingon tarafindan 1904 yilinda formule edilen Onermeleri
kullanacadiz. Bu o©nermeler veya aksiyomlar, Boole cebrinin
tanimlanmasinda kullanilan tek énermeler degildir. Baska 6nerme
kiimeleri de kullaniimistir. Boole cebri; Huntington énermelerinin
yerine getirilmesi kosuluyla bir B=(dogru,yanlis) elemanlari kimesi
lizerinde VE (AND - ), VEYA (OR + ) ve DEGIL (NOT, ~ veya )
olmak Uzere ikili igslemcilerle tanimlanan bir cebir yapisidir.
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Sekil 3-1 VE isleminin anahtar devrelerindeki karsihgi

Anahtarlarin durumu, kapaliysa Dogru A="1", aciksa Yanlis A="0" alinir.
A ve B anahtarlarinin birlesimleri bir tablo seklinde gésterilebilir.
Tablo 3-1 VE(AND) islemi, sembolu { - }
AB

=00
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A A : 0
B -
z=(A+8) A 4 . . Z=A A z
- X B . &
Sekil 3-2 VEYA isleminin anahtar devrelerindeki karsilig . S . . . .
Sekil 3-3 DEGIL isleminin anahtar devrelerindeki karsilig
Tablo 3-2 VEYA(OR) islemi, sembolii { + }
AB|Z Tablo 3-3 DEGIL(NOT) islemi, sembolii { ~ } veya { ¢}
0/ofo0 AlZ
0/1]1 o1
11011 110
11111
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DEGIL islemi VE igleminden daha &nceliklidir. VE islemi ise VEYA
isleminden daha 6nceliklidir.

| fai} =D
T

Z=A-(B+C)

®

C/B/A|B+C|Z
Boole cebri ifadelerinin igindeki degiskenlerin bitin ololol o lo
olasiliklarina karsilik aldig1 degerlerin gosterildigi
tabloya “dogruluk tablosu” adi verilir. Bu ad, 0|01 0 0
sembolik mantiksal islemlerde degiskenler igin o/10 1 |0
kullanilan “dogru” ve “yanlis” durumlari nedeniyle ol111 1 1
verilmistir. 17000 1 0

1001 1 |1
Tablo 3-4 Z=A-(B+C) Islemi igin dogruluk tablosu 111101 1 10

19111 1 |1
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3.1. Kiime Kavrami

e Kime, en az bir ortak 6zelligi bulunan elemanlar topluluguna denir.

o Kimeler Gzerindeki islemler ayni zamanda Boole Cebri'nin islemlerini
de gercekler.

e Kimelerin kesisim, birlesim ve tiimleme islemleri; Boole Cebri'nde
sirastyla VE, VEYA ve DEGIL islemlerine birebir karsilik diiser.

3.1.1. Kiimeler Cebrinde Kesisim

A B

ANB

Kimelerin Kesismesi isleminin Venn diyagrami gésterilimi
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3.1.2. Kiimeler Cebrinde Birlesim

A

AUB

Kiimelerin Birlegim igleminin Venn diyagrami gésterilimi

3.1.3. Kiimeler Cebrinde Tiimleme

N

Bir kiimenin TUmlenmesi igleminin Venn Diyagrami
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3.1.4. Kiimeler Cebrinde Diger islemler

Kimeler cebrinde, A kimesinin elemanlariyla bu kiimenin timleyeninin
olusturdugu elemanlarin birlesiminden olusan kiime “Evrensel Kiime” olarak
adlandirilir ve “1” ile gosterilir.

A+A=1

Bir kimeye ait olan elemanlarla o kiime disindaki elemanlarin birlesimi yine
evrensel kiimeyi tanimlar.

Bir kiimeyle, ayni kimenin timleyeninin kesisimi “Bos Kime” olarak
adlandirilir ve “0” ile gosterilir.

A-A=0

Evrensel kiime bitlin elemanlardan olustudu igin, bu kiimeyle herhangi bir
kiimenin birlesimi yine evrensel kimedir.

1+A=1
Evrensel kimenin herhangi bir kiimeyle kesisimi ise yine ayni o kiimedir.

1-A=A
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Bos kiimenin higbir elemani olmadigi igin, bu kiimeyle herhangi bir kiimenin
birlesimi yine ayni o evrensel kiimedir.

0+A=A
Bos kiimenin herhangi bir kiimeyle kesisimi ise yine bos kiimedir.
0-A=0

3.2. Boole Cebrinin Aksiyom ve Teoremleri

Boole cebri kullanilarak yapilan iglemlerde dogru olarak kabul edilen
(aksiyom) ve dogrulugu ispatlanabilen (teorem) dnermeler olmak Uzere iki
temel kural dizisi vardir.

3.2.1. Boole Cebrinin Aksiyomlari

“0” ve “1” ikilisinden olusan bir kiimeye “+” ve “” islemleri uygulandiginda
Her bir degisken, “0” ya da “1” dederinden sadece birini alabilir. A={0,1}
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Boole Cebrinin Aksiyomlari
1)
a) Degisken “0” degerini almiyorsa, degeri “1” olur. A # 0 = A=1
b) Degisken “1” deg@erini almiyorsa, degeri “0” olur. A #1 = A=0
2)
a) Birbirine VEYA islemiyle bagli olan iki &nermenin ikisi dogru ise birlesik
o6nerme dogrudur. 1+1=1
b) Birbirine VE islemiyle bagl olan iki énermenin ikisi yanlis ise birlesik
onerme yanhstir. 0-0=0
3)
a) Birbirine VEYA islemiyle bagh olan iki nermenin ikisi yanlis ise birlesik
onerme yanhstir. 0+0=0
b) Birbirine VE iglemiyle bagli olan iki 6nermenin ikisi dogru ise birlesik
onerme dogrudur. 1-1=1
4)
a) Birbirine VEYA iglemiyle bagh olan iki énermenin biri dogru, digeri
yanlis ise birlesik dSnerme dogrudur. 1+0=1
b) Birbirine VE iglemiyle bagh olan iki 6nermenin biri dogru, dideri yanhs
ise birlesik 6Gnerme yanlistir. 0-1=0
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3.2.2. Boole Cebrinin Yasa ve Teoremleri

Temel Teoremler:

1) Etkisizlik Ozelligi O+a=a lra=a

2) Yutan Sabit Ozelligi l+a=1 0-a=0

3) Degiskende Fazlalik Yasasi a+a=a a-a=a

4) islemde Fazlalik Yasasi @ =a ﬁ =a

5) Tumleme Yasasi a+a=1 a-a=0

6) Degisme Yasasi a+b=b+a a-b=b-a

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)
a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)
a+b-c=(a+b)-(a+c)
a-(b+c)=a-b+a-c

7) Birlegme Yasasi

8) Dagilma Yasasi
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Basitlestirme Teoremleri:
9) a-b+a-b=a (a+b)-(a+b)=a
10) a+a-b=a a-(a+b)=a
1) (a+b)-b=a-b  a-b+b=a+b
(@+b+c+.)=a-bc-..
12) DeMorgan Yasalari o
(a-b-c-..)=a+b+c+...
Diger Teoremler:
o . (a+b+c+..)" =a-b-c-...
13) GCift ifadeler (Duality)
(a-b-c-..)' =a+b+c+...
14) Garpimlarin Toplami ve Toplamlarin Garpimi
a-b+a-c=(a+c)-(a+b)
(a+b)-(a+c)=a-c+a-b
a-b+b-c+a-c=a-b+a-c
(@+b)-(b+c)-(a+c)=(a+b)-(a+c)

15)  Fikir birligi Teoremi
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Cift ifade (Duality) Ozelligi:

Bir Boole ifadesinde kullanilan degiskenler ve tiimleyenleri ayni kalmak sartiyla VE
islemi yerine VEYA, VEYA islemi yerine VE iglemi, “0” degeri yerine “1, “1” degeri
yerine “0” yerlestirildiginde elde edilen ifadeye ifadenin cifti adi verilir.

a,b,c,d,e degiskenlerini iceren F = a-b’+c+0-d’-(1+e) ifadesi ve bu ifadenin cifti olan
F °= (a+b’)c(1+d’+0-e) ifadesi Cift ifade 6zelligi kullanilarak asagida gosterilmistir.

Ornek 5.1.

Bu &rnekte, dagiima &zelliginin dogruluk tablosu ile gergeklenen ispati verilmistir. Bu
amacla a,b,c degiskenlerine karsilik a+bc= (a+b)- (a+c) ifadesinin sol tarafina iliskin
ifadeler yazilir ve her iki tarafin birbirine esit oldudu ifade edilir.

Tablo-5.9. a+b<c=(a+b)- (a+c) islemine iliskin Dogruluk Tablosu

R c a|b|c|bc|(a+b)|(a+c)|a+bc|(a+b)- (a+c)
b’ F b’ FP ojojojo| o 0 0 0
a a ojo[1]o| o 1 0 0
0 1 0/1/0] 0 1 0 0 0
1 d 0 d o111 1 1 1 1
e 1[ofo] o] 1 1 1 1
Carpimlarin Toplami Toplamlarin Carpimi: 1 (1) ; g : 1 : 1
X = ab+a'c Yy = (a+b)(a**c) T 1] 1 1 1 1
a a . _
b Ornek: (a+b)-b=a-b diger gbsterimle (a+b’)b=ab
b . y ab+b’b=ab
. al _
a a-b+b=a+b diger gosterimle ab’+b=a+b
¢ ¢ ab’+b(1+a)=ab’+b+ab=a(b’+b)+b
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Ornek 5.2. Ornek 5.3.

Bu 6rnekte, dagiima 6zelliginin Venn diyagramlari ile gergeklenen ispati verilmistir. Bu
amagla a,b,c kiimelerinden tiretilen a+b< ve (a+b)- (a+c) ifadelerinin Venn
diyagramlarindaki karsiliklari verilerek her iki diyagramin birbirine esit oldugu géralir.

s~ : b " b
+ =

c [ c

a b a b a b

c C C
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Bu 6rnekte, a+a-b= a seklinde verilen ifadenin dogrulugu Boole Cebri Aksiyom ve
ozellikleri kullanilarak ispatlanmistir.
a+a-b=a-(1+b)=a-1=a

Ornek 5.6.
Bu 6rnekte, Fikir birligi Teoreminin a-b+a’c+b-c= a-b+a’< seklinde verilen ifadesinin
dogrulugu Boole Cebri Aksiyom ve &zellikleri kullanilarak ispatlanmistir. Bu amagla,
ifadenin sol tarafindaki b-c terimi (a+a’) ile carpilirsa ifadenin degeri degismez, ancak
bu islem ifadelerde ortak bilesenler olusturur. Bu durumda,
ab+a’c+bc =ab+a’c+ (a+a’)bc
=ab+a’c+abc+a’bc
=ab1+abc+a’c1+a’chb
=ab(1+c) + a’c(1+b)
=ab+a’c
Ornek:
Basitlestirme teoremlerinde verilen bazi ifadelerin dogrulugu Boole Cebri Aksiyom ve
ozellikleri kullanilarak ispatlanmigtir.
ab+ab’=a a-(b+b’)=a
(a+b’)-b=ab (a+b’)-b=a-b+b’b=ab
a-b’+b=a+b a-b’+b=ab’+b-(1+a)=a-b’+b+a-b=a-(b’+b)+b=(a+b)
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3.3. Boole Cebri Fonksiyonlari ve Standart Bigimleri

X1, X2,... ,Xn degiskenlerine ve sabitlere, Boole Cebrinin VE, VEYA ile DEGIL islemleri
uygulanarak elde edilen n-degiskenli bir f fonksiyonuna Boole Fonksiyonu denir.
Boole Fonksiyonlarini olusturan her bir teriminde, degiskenlerin tamaminin kendisi
veya tlimleyeninin olmasi gereken sekline fonksiyonun Kanonik bigimi denir.

Boole Fonksiyonlarinin, Minimum Terimler Kanonik Bigimi ve Maksimum Terimler
Kanonik Bigimi olmak Uzere iki temel bigimi bulunmaktadir. Bu bigimler dogruluk
tablosundan dogrudan elde edilebilen ifadelerdir ve Boole fonksiyonunun indirgenmis,
en yalin ifadeleri degildir.

3.3.1. Minimum ve Maksimum Terimler

Tablo. iki degiskenli Boole Fonksiyonu igin Minimum ve Maksimum terimler

a | b | Minterm | sembolik | Maksterm | sembolik
0 0| ab mo a+b M,
0/1] ab my a+b M,
10| ab m; a+b M,
111 a-b m;3 a+b M;
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Tablo. Ug degiskenli Boole Fonksiyonu igin Minimum ve Maksimum terimler

a | b | c | Minterm | sembolik | Maksterm | sembolik
0/0|/0fabc mg a+b+c M,
0/0 1| abc my a+b+c M,
0 1/0|abc m; a+b+c M,
0|11 abec m; a+b+c M;
1100 abc my a+b+c M,
110 1]abc ms a+b+c Ms
1110 apec mg a+b+c Me
11111 ] abec my a+b+c M,
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3.3.2. Minimum Terimlerin Kanonik Bigimi

Minimum terimlerin toplamindan olusan ifadeye Minimum Terimler Kanonik Bigimi
adi verilir. Bu ifadede yer alan terimler ¢arpimlardan olustugu icin Minimum Terimler
Kanonik Bigimine, Carpimlarin Toplami Kanonik Bigimi adi da verilir. Minimum
Terimler Kanonik Bigimi sembolik olarak m; seklinde gosterilebildiginden, bir Boole

fonksiyonuna iliskin Minimum Terimler matematiksel ifadeyle £ m; seklinde gosterilir.
Pratikte ise kisaca m;deki terim numarasiyla Z i seklinde de gosterilir.

3.3.3. Maksimum Terimlerin Kanonik Bigimi

Maksimum terimlerin ¢arpimindan olusan ifadeye Maksimum Terimler Kanonik
Bigimi ad verilir. Bu ifadede yer alan terimler toplamlardan olustudu igin Maksimum
Terimler Kanonik Bigimine, Toplamlarin Carpimi Kanonik Bigimi adi da verilir.
Maksimum Terimler Kanonik Bigimi sembolik olarak M; seklinde gosterilebildiginden,
bir Boole fonksiyonuna iliskin Maksimum Terimler matematiksel ifadeyle IT m; seklinde
gosterilir. Pratikte ise kisaca M;deki terim numarasiyla I iseklinde de gosterilir.
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3.3.4. Dogruluk Tablosundan Kanonik Bigimlerin Bulunmasi

Verilen bir lojik fonksiyonda degiskenlerin aldiklari de@erler yerine koyularak dogruluk
tablosu elde edilir ve buradan minimum veya maksimum terimler kanonik bigimi
olusturulabilir. Dogruluk tablosunda “1” degerini alanlar toplanarak (VEYA) Minimum
Terimler Kanonik Bigimi, “0” degerini alanlar carpilarak (VE) Maksimum Terimler
Kanonik Bigimi elde edilir.

Ornek 5.14.

a | b | c | fab,) | Minterm | Maksterm
0|00 -1 a-b-c R
olo 1]/ 1 a-b-c N
0 1[0]f 0y - a+b+c
01 [ 1) 0\\|] - a+b+c
1.0 0f, 1 \\abec | -
ro e N |
1 1/9l ”0\\ N a+b+c
1| 171 0

a+b+c
w
f(a,b,c)=a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c
maksimum terimler

fa,b,c)=(@+b+c)-(a+b+c)-(a+b+c)-(@+b+c)
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Ornek 5.8.
Bu 6rnekte, F=a+b seklinde verilen ifadenin Minimum Terimler Kanonik Bigimi elde
edilecektir. Bu amagla VEYA igleminin dogruluk tablosundan yararlanilir.

Tablo. F=a+b Boole Fonksiyonu igin dogruluk tablosu ve minimum terimler

a | b | F=a+b | Minterm | sembolik
0|0 0 a-b mg
01 1 a-b m;
110 1 a-b m;
11 1 a-b m;

Minimum Terimler Kanonik Bigimine iligkin ifade yazilirken, fonksiyonu “1” yapan
minimum terimler alinir ve bu terimlerin toplami Minimum Terimler Kanonik Bigimini
olusturur.

F=a+b=a-b+a-b+a-b=m;+ my+ m3=3(1,2,3)
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Ornek 5.9.
Bu érnekte, f(a,b,c)= a-b+a-c seklinde verilen fonksiyonun Minimum Terimler
Kanonik Bigimi elde edilecektir. Bu amagla “Shannon teoremi” yazilarak,
f(a,b,c)=a-b-c-£(0,0,0)+a-b-c-f(0,0)+a-b-c-f(0,,0)+a-b-c-f(0,L1)
+a-b-c-f(1,0,0)+a-b-c-f(1,0,)+a-b-c-f(1,1,0)+a-b-c-f(LL1)
fonksiyonu g6z éniine alinir. Bu fonksiyondaki her bir f degeri asagidaki gibi belirlenir.
f(0,0,0)=00+10=0+0=0
f(0,0,1)=0-0+ 1.1 =0+1 =1
f(0,1,0)=0-1+1.0=0+0=0
f(0,1,1)=0-1 + 1.1 =0+1 =1
f(1,0,0)=1.0+00=0+0=0
f(1,0,1)=10+0-1=0+0=0
f(1,1,0)=1.1+00=1+0=1
f(1,1,1)=11+01=1+0=1
f(a,b,c) fonksiyonunda, degeri “1” olan f de@erleri olan alinir ve bu terimlerin toplami
Minimum Terimler Kanonik Bigimini olusturur.
f(a,b,c)=a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c=m,+m,+m,+m, =¥(1,3,6,7)
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Ornek 5.10.
Bu drnekte, F=a- b seklinde verilen ifadenin Maksimum Terimler Kanonik Bigimi elde
edilecektir. Bu amagla VE igleminin dogruluk tablosundan yararlanilir.

Tablo. iki degiskenli Boole Fonksiyonu igin Minimum ve Maksimum terimler

a | b | F=a-b |Maksterm| sembolik
0 0 0 a+b M,
0 1 0 a+b M,
110 0 a+b M,
11 1 a+b M

Maksimum Terimler Kanonik Bigimine iligkin ifade yazilirken, fonksiyonu “0” yapan
Maksimum terimler alinir ve bu terimlerin toplami Maksimum Terimler Kanonik Bigimini
olusturur.

F=a-b=(a+b)- (a+b)- (a+b)=Mo- My- M;=]7(0,1,2)
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Ornek 5.11.
Bu érnekte, f(a,b,c)= a-b+a-c seklinde verilen fonksiyonun Maksimum Terimler
Kanonik Bigimi elde edilecektir. Bu amagla “Shannon teoremi” yazilarak,
fa,b,0) =[a+b+c+f(0,00)]-[a+b+c+f(0,0,)]-[a+b+c+f(0,0)]
Ja+b+c+fOL)]-[a+b+c+f(1,0,0)]-[a+b+c+f(1,0,)]
Ja+b+c+f(1,1,0)]-[a+b+c+f(LLD]
fonksiyonu g6z éniine alinir. Bu fonksiyondaki her bir f degeri asagidaki gibi belirlenir.
f(0,0,0)=00+10=0+0=0
f(0,0,1)=0-0+ 1.1 =0+1 =1
f(0,1,0)=0-1+1.0=0+0=0
f(0,1,1)=01+11=0+1=1
f(1,0,0)=1.0+00=0+0=0
f(1,0,1)=1.0+01=0+0=0
f(1,1,0)=11+00=1+0=1
f(1,1,1)=11+01=1+0=1
f(a,b,c) fonksiyonunda, degeri “0” olan f de@erleri olan alinir ve bu terimlerin garpimi
Maksimum Terimler Kanonik Bigimini olusturur.
fa,b,c)=[a+b+c]-[a+b+c]-[a+b+c]-[a+b+c]
=M, -M, -M, -M; =]](0,2,4.5)
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3.3.5. Kanonik Bigimler Arasindaki Doniigiim

Minimum Terimler Kanonik Bigimi verilen bir ifadenin Maksimum Terimler Kanonik
Bigimini bulmak veya bunun tersini gerceklestirmek mimkiindur. Bu donlsim islemi,
DeMorgan yasasi kullanilarak fonksiyonun tlimleyeni elde edilerek gergeklestirilir.

Ornek 5.12.
Bu érnekte, f(a,b,c) =73 (1,3,5,7) seklinde Minimum Terimler Kanonik Bigimi verilen
fonksiyonun Maksimum Terimler Kanonik Bigimi elde edilecektir. Bu amagla éncelikle
terimlerin timleyeni olan fonksiyonu yazilr.

f(a,b,c)=>(0,2,4,6)=m,+m, +m, + my
Bu ifade, De Morgan Kural kullanilarak farkli bir sekilde yazilabilir.

f=(my+m,+m, +mg)=m,-m,-m,-ms
Minimum terimlerin tumleyenl yerine Maksimum Terimler yazilir.

f=mo-mz-ms-ms =M, -M, -M, -Mg =]7(0,2,4,6)

Bu sekilde Maksimum Terimler Kanonik Bigimi elde edilir.

Minimum Terimler ile Maksimum Terimler arasindaki déntigiim, mi = M; seklinde
gosterilebilir.

3.4. Lojik Kapi Sembolleri

Boole islemlerini grafik olarak gdstermek icin ANSI (Amerikan Ulusal Standartlar
Enstitiisti, American National Standards Institute), IEC (Uluslararasi Elektroteknik
Komisyon, International Electrotechnical Commission) ve DIN (Alman Standartlarn
Enstitist) olmak Gzere degisik standartlar kullanilir.
Temel lojik kapilarin grafik sembolleri
Kapi ANSI IEC DIN

rameon > -
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Diger lojik kapilarin grafik sembolleri -
Kapr ANS| BC DIN VEDEGIL (NAND) Kapisi, F = A-B
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VEYADEGIL (NOR), F =A4+B
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OZEL VEYA (XOR), F=A® B

Ozel veya islemi, sembolii { ® } asagida verilen sekilde tanimlanmustir.

AB|Z| A®B
0/0]|0|0®0=0
- 0[1]1 [0d1=1
1101 [100=1
110 |[1®©1=0
OZEL VEYADEGIL (XNOR), F = A® B
= Dot P 3D*
A|B|Z| A@B
0|01 |0®0=1
0[1]0|0®1=0
1(0]0 |100=0
11111 [191=1
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Pozitif ve Negatif Lojik:

Boole cebrindeki lojik “0” ve “1” e karsllik fiziksel ortamda gercek
kapi devreleri giris ve ¢ikiglari belirli gerilim seviyeleri olur. Bu
gerilim seviyelerine bagli olarak pozitif lojik ve negatif lojik asagida
verilen sekilde tanimlanmistir. +V

ov
Pozitif Lojik:
o Lojik “1” = Yiiksek Seviye (H, High level), +V gerilimine yakin.
o Lojik “0” = Dusuk Seviye (L, Low level), toprak OV gerilimine
yakin.

Negatif Lojik:

o Lojik “1” = Dusuk Seviye (L, Low level), toprak OV gerilimine
yakin.

o Lojik “0” = Yiksek Seviye (H, High level), +V gerilimine yakin.
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